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Vitesse/Accélération des solides en mouvement dans les systéemes

1. Introduction

1.1. Objectifs

Q fixe dans R

ROBOT SOUDEUR TB 1400 modélisation cinématique

L’objectif de ce cours est de découvrir les démarches et les méthodes permettant de déterminer les
caractéristiques du mouvement (position, trajectoire, vitesse, accélération) des solides (CEC) d’un systéeme.

Le calcul de la vitesse trouve son utilité par exemple dans I'écriture d’une loi d’entrée sortie en vitesse de
mécanisme (le chapitre précédent a permis d’établir des loi entrée sortie en position). L’accélération est
une notion qui intervient dans I’écriture du principe fondamental de la dynamique (programme de 2¢™m¢

année) afin d’établir le lien entre le mouvement d’un systéme et les efforts qu’il subit.

1.2. Mouvement

Un mouvement est un déplacement relatif d’un solide par rapport a un autre, il met en jeu trois entités :
- Le solide observé,
- Lesolide de référence,
- Le temps.

Notation : le mouvement d’un solide S par rapport a un solide 0 est noté S/0.

1.3. Repére, Référentiel

Au solide de référence est associé un repére orthonormé direct. Ce repéere de référence,

couplé a une échelle de temps, constitue le référentiel du mouvement.

NB : un repére est constitué d’'une base associée a une origine qui est en général un point
particulier du solide.

Dans la suite, on parlera indifféremment d’un solide ou du repére qui lui est associé.




2. Caractériser les mouvements d’un point d’un solide

2.1. La trajectoire

La trajectoire d’un point appartenant a un solide, dans son mouvement par rapport a un autre solide, est le lieu
des positions successives occupées par ce point au cours du temps dans le repeére lié au solide de référence.

Cette trajectoire peut étre :
- unsegment de droite,
- unarc de cercle,
- une courbe quelconque.

Notation : la trajectoire d’un point M appartenant a un solide S dans son mouvement par rapport a un solide 0 est
notée TMES/O'

%, -
e

— £ \\'\ Sur le robot soudeur, la trajectoire TMES/O correspond exactement au cordon

de soudure réalisé par le robot.

Le point M est un point situé a I'extrémité de la buse de soudage (solide S).

Le repére de référence R, (0q, Xq, Vo, Zo) est lié au socle du robot (solide 0).

2.2, Le vecteur position
Le vecteur position d’'un point M appartenant a un solide S est le vecteur qui f = '.\
lie ce point M a I'origine Oo du repére de référence Ry (0, Xg, Yo, Zg)- Solide s g \\

A linstant t :
0oM(t) = a(t).X, + b(t).yp + c(b).Z,

Selon le mouvement relatif étudié, il peut étre judicieux d’exprimer ce vecteur
position a [l'aide de coordonnées autres que les coordonnées
cartésiennes (coordonnées polaires, cylindriques, sphériques : voir annexe 1).

NB : la base (Xg, Vo, Zo) est la base dans laquelle est exprimé le vecteur O, M(t),
c’est la base de projection de ce vecteur.
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2.3. Le vecteur vitesse
Le vecteur vitesse est la dérivée, par rapport au temps, du vecteur position dans un repere de référence.
Ce vecteur est tangent a T yeso-

Sa norme est exprimée en m.s™.

Le vecteur vitesse du point M appartenant au solide S dans son mouvement

par rapport a Ry (0y, Xg, Vo, Zo ) est alors :
—
I d(0,M)
Vmes/o(t) = B TE
Ro
M
Remarques importantes : e )
M=S10 .
e Sestlesolide observé et 0 est le solide de référence.
e M doit avoir une réalité physique sur le solide S : c’est a dire un
point « sur », « dans » le solide ou plus généralement un point dont
A la distance est constante avec tout point de S a chaque instant
(exemple : un point | de I'axe d’une liaison pivot entre 1 et 2 est
«yso 7 N x OO
considéré comme appartenanta 1 ET a 2). . .\E
On peut alors reconnaitre le vecteur vitesse d’un point par rapport a un Q fixe dans R
référentiel vu en sciences physiques : V(M /R, t) = VME@
cinématique du point cinématique du point d’un solide
du point de vue du du point de vue du mécanicien

physicien

e Roestle repére de dérivation, c’est TOUJOURS le repére de référence du mouvement étudié.

ﬁ Attention de ne pas confondre base de projection (base dans laquelle on exprime ses
coordonnées) et repére de dérivation d’un vecteur.

_—

d(Qm)
dt

Mais aussi, si Q est un point fixe dans Ro : Vyeg/o(t) =
Ro

Remarque : Viyes/o(t) = —Vmeos(t)
Le calcul du vecteur vitesse d’un point d’un solide par cette méthode peut étre appelé « calcul direct » dans le jargon
du mécanicien.
2.4. Le vecteur accélération
Le vecteur accélération est la dérivée, par rapport au temps, du vecteur vitesse dans un repére de référence.

Sa norme est exprimée en m.s%.

Le vecteur accélération du point M appartenant au solide S dans son mouvement par rapport a Ry (0, X, Vo, Zo) €St

alors :
S d(Vmes/0)
Ives/o (D) = —d:
Ro

Afin d’alléger les notations, nous noterons par la suite : Vyes/o €t Imes/o OU Vms/o €t Tvs/o-




3. Dérivation vectorielle

Les vecteurs vitesse et accélération d’un point sont issus de la
dérivée temporelle du vecteur position de ce point. Or le calcul de Mouvement de 1/0:

rotation autour de (0, Z,)
6 = (X0, %1) = o, V1)

la dérivée temporelle d’un vecteur variable dans le temps n’est pas
aussi simple que celle d’'une quantité scalaire.

Il s’agit en général d’un vecteur dont on connait les coordonnées
dans une base (X;,¥;,Z;) en mouvement par rapport a la base
(X}, ), Z;) du repére de référence R;.

Exemple d’un bras manipulateur :

On souhaite connaitre la vitesse du point M du solide 1 (bras) dans

son mouvement par rapport a Ro, 04M = L.X;, mais le vecteur X;
est mobile dans Ry (sa position dépend du temps) donc comment le

dériver ?

La premiére solution consiste a utiliser la figure géométrale Bo-> B1, a exprimer 0O; M dans B (base liée au repére de
référence) puis a dériver ses coordonnées :

Pour éviter des calculs longs et fastidieux, on préférera utiliser la relation de dérivation vectorielle

3.1. Vecteur rotation

=
Le vecteur rotation, noté Qi/j caractérise :

- par sa direction, la direction de I'axe autour duquel la base du repére R; tourne par rapport a la base du
repere R,

- parsanorme, exprimée en rad.s, la vitesse de ce mouvement de rotation relatif,

- par son signe, le sens de ce mouvement de rotation relatif.




Exemple du bras manipulateur :

yvi Yo
Le vecteur rotation 61/0 s’exprime directement a
partir de la figure géométrale décrivant le
mouvement de 1/0 : %
0
— o - >
91/0 = 020 = 0. il 2o =% -

a

b dérivée par rapport au temps du parametre de rotation de 1/0

Remarque :60/1 = —61/0 =-0.%,

3.2. Relation de la dérivation vectorielle

-
On peut déterminer la dérivée, par rapport au temps, d’un vecteur U dans un repére de référence R]-(Oj,ic’j,)'l’j, Z’j) et
dont on connait les coordonnées dans une base (¥;, y;, Z;) par la relation de dérivation vectorielle :

— —
dU dU .3 G
N - S A
dt dt i/
R; R;
Cas particulier d’un vecteur unitaire :
- 4 . . - - - dﬁ' d_)' = - = - — .
X; étant un vecteur unitaire de la base (%;,y;,Z;) ona: % = fj + Qi) AX; = 0/ A X; car X; est fixe dans le
Rj R;

repere Ri.

L’annexe 2 page 16 synthétise les régles a connaitre pour maitriser le produit vectoriel\

Exemple du bras manipulateur :
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4, Cinématique du solide

Les relations de la cinématique du solide permettent de déterminer simplement les vecteurs vitesse de I'ensemble
des points d’un solide en mouvement par rapport a un repere de référence.

4.1. Rappel : Solide indéformable

Lors de I'utilisation d’un systéme, les solides qui le constituent se déforment sous I'action des efforts qu’ils subissent.

Dans la suite, on fera I’'hypothése que ces déformations sont suffisamment petites pour que I'on puisse les négliger
et on considerera les solides comme étant indéformables.

Cela implique que la distance entre deux points A et B d’'un méme solide 1 ne varie pas au cours du temps :

48]

VEV(AB) e,

4.2, Champ des vecteurs vitesse

Soit un solide 1 (auquel est associé un repére Ri) en mouvement par rapport a
un solide O (auquel est associé un repere Ro).

L’ensemble des vecteurs vitesse des points du solide 1 est appelé champ des
vecteurs vitesse du solide 1.

Soient A et B deux points appartenant au solide 1.
D’apres la relation de dérivation vectorielle, on a :

dAB| _ dAB L F AR
e |, de [ Y
Or le vecteur AB est fixe dans R: et sa norme est constante (hyp solides
indéformables) donc LA —
dat 1q
De pIUS AB = AOO + OoB = OOB — OOA
Donc:
dﬁj 5 ATE dOOB] dOOA]
—7 | T %170 = -
dt o B dt o dt o -
d0oB A dOoA _—
Or d: Jo = Vge1/0 et d(; JO = Vae1/o

On obtient donc :

Vee1/0 = Vae1jo = 21)0 NAB < Vpe1yo = Vae1jo + 210 NAB

On retiendra cette relation, qui n’est valable que pour des points appartenant a un méme solide, sous la forme :

Vge1/0 = Vac10 + BAA Q)

Remarque : Cette relation, appelée relation du champ des vecteurs vitesse d’'un solide, est aussi appelée
relation de Varignon.
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4.3. Equiprojectivité du champ des vecteurs vitesse

Soient deux points A et B appartenant a un solide 1 en mouvement par rapport a un solide 0.

Grace a la relation du champ des vecteurs vitesse, on peut écrire : Vgeq /9 = Vae1/0 + BA A 61/0

En faisant le produit scalaire parEZf de chacun des membres de cette égalité, on obtient :

VBEl/O-ﬁ = VAEl/O-m . M

Solide 1

Cette relation qui traduit I'équiprojectivité du champ des
vecteurs vitesse est utile lors de [lutilisation des
méthodes graphiques pour étudier le comportement
cinématique des mécanismes.

4.4, Torseur cinématique
Grace a la relation du champ des vecteurs vitesse, on peut, connaissant la vitesse d’un point d’un solide et son

vecteur rotation, déterminer la vitesse de tous les autres points du solide.

— —_—
Le couple formé par le vecteur rotation £21/¢ et le vecteur vitesse Vcq/9 constitue le torseur cinématique du

solide 1 dans son mouvement par rapport au solide 0 exprimé au point A :

Q
{V1/o} _ ‘7 1/0
JWVae1/o)g

N
9.1/0 est la résultante cinématique du torseur, elle est indépendante du point choisi pour exprimer
le torseur,

Vae1/0 estle moment cinématique du torseur au point A.

NB : Quel que soit le point choisi, le solide 1 tourne toujours autour du méme axe, dans le méme sens et a la méme
vitesse angulaire par rapport au solide 0. Raison pour laquelle la résultante cinématique ne dépend pas du point
choisi pour exprimer le torseur. En revanche, la relation du champ des vecteurs vitesse nous montre que le vecteur

vitesse varie suivant le point ou il est exprimé.

Exemple : hélice d’avion de tourisme :

Quel que soit le point considéré, I'hélice tourne a la méme vitesse ||m||
En revanche, chaque point de I'hélice a une vitesse différente que I'on peut
déterminer si 'on connait la vitesse en un point (par exemple en K, centre de
I"hélice).

Moyen mnémotechnique sur la relation du champ des vecteurs vitesse d’un solide :

On a vu précédemment :V§§1/0 = Yg‘;l/o -K\BA,V\{ﬁ)\,/O
\— \‘ Sy -

~ !

BABAR R comme résultante cinématique
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4.5. Torseur cinématique des liaisons usuelles

Chaque liaison normalisée posséde un torseur cinématique.

Tous les torseurs cinématiques des liaisons normalisées sont a connaitre par coeur ! La page entiére est donc
a connaitre par cceur :

Liaison ponctuelle en O de normale (0,7) Liaison hélicoidale d’axe (O, X )

QX VX

Qv 00
Qv Vy o) 00 (%,7,7)
Q0 + 1 relation de

o ™%z (%,¥,3) ,

dépendance :
Vx = i % -Qx

Liaison Linéaire Rectiligne d’axe (0, X ) et de

. Liaison pivot glissant d’axe (O, x
normale Z P J (0,x)

Liaison encastrement

A
z
Q,0 00
Q.0 00
S 000) 55

Déterminer les caractéristiques du mouvement Page 8/ 16



4.6. Composition des vecteurs vitesse

Soit un point P appartenant a un solide 2 en mouvement par rapport a un
solide 1, lui méme en mouvement par rapport a un solide 0.

Ona:

> d0oP d0,0 do,P

v, =0 J == 1J +— J relation de Chasles
PE2/0 ™ “ar 1, a lo ' at ( )

Donc:

Vpez/o = ]70161/0 + ?L + 51/0 A m’) (dérivation vectorielle)
V)PEZ/O = I7)01‘51/0 + V)Pezm + 61/0 A0,P

V)PEZ/O = I_/)PEZ/l + VOIGI/O + 61/0 A0,P

Vpez/0 = Vpez/1 + Vo,e1/0 + POL Afdyyo

Ce qui donne, grace a la relation du champ des vecteurs vitesse :

Vpe2/0 = Vpez/1 + Vpe1so

VPEZ/]_ est la vitesse du point P appartenant au solide 2 dans son mouvement par rapport au solide

1: c’est la vitesse relative.

Vpe1/0  est la vitesse du point P, comme s'il était fixe dans le repere Ry, dans son mouvement par

rapport au solide 0 : c’est la vitesse d’entrainement.

| de point coincident.
é Dériver le vecteur position pour calculer la vitesse d’un point coincident est donc INTERDIT !

Pour calculer la vitesse V)Pe1/o en un point coincident on utilisera donc OBLIGATOIREMENT Ia relation du

On peut généraliser cette relation a n solides en mouvement les uns par rapport aux autres :

Le point P n’appartient pas réellement au solide 1, il n’a pas de réalité physique sur le solide 1, on parle alors

champ des vecteurs vitesse (relation de Varignon) en passant par un point qui appartient matériellement au

solide considéré (ici 1) voir exemple paragraphe 6.1.

Veen/o = Vpen/m—1 + "+ Vpe1s0

Cette relation permet de déterminer simplement la vitesse d’un point appartenant a un solide dont le mouvement
est complexe.

Ce mouvement complexe sera alors décomposé en une somme de mouvements simples ou mouvements

élémentaires :

- rotation autour d’un axe fixe,

— voir paragraphe 5
- translation rectiligne ou curviligne




4.7. Composition des vecteurs rotation

La relation de composition des vecteurs rotation, généralisée a n solides en mouvement les uns par rapport aux
autres est :

Qno = Qym-1+-+ L0

Exemple : Soient les 2 mouvements de rotation paramétrés par les figures géométrales ci-dessous :

Yl Y

.0.1/0 == lIJZl et 02/1 = 93_6)1
Par composition des vecteurs rotation :
.0.2/0 == 02/1 +.Q.1/0 = lIJZl + 956)1

4.8. Composition des torseurs cinématiques

Les deux relations établies précédemment nous permettent d’écrire dans le cas de n solides en mouvement les uns
par rapport aux autres :

Vaso}, = {Van-1), + -+ {Vaso},

A Les torseurs doivent impérativement étre exprimés au méme point pour pouvoir étre additionnés.

5. Mouvements élémentaires

Moteur d’aéromodélisme Y

Modéle

5.1. Mouvement de rotation autour d’un axe fixe

Dans le cas d’'un mouvement de rotation autour d’un axe fixe d’un solide S par rapport a un repére R, il existe au
moins deux points du solide S qui restent fixes dans le mouvement par rapport a R. Ces deux points caractérisent
I’axe de rotation A de S/R. L’axe A est I'axe instantané de rotation de S/R. La position de S/R est définie par un
parametre cinématique angulaire (exemple 0) variable au cours du temps.
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Exemple du micromoteur de modélisme :

Le vilebrequin 1 est en mouvement de rotation autour
d’un axe fixe par rapport au bati 0.

L'axe instantané de rotation du vilebrequin 1 par rapport
au bati 0 est I'axe (0, X). Par conséquent tous les points
de l'axe (0, X) restent fixes au cours du mouvement 1/0 :

VP € (0,X) :

Vpe1/0 =0

>T W

Visualisation expérimentale du champ de vecteur vitesse
du vilebrequin (amplifié 10x sur la figure) par analyse
d'images obtenues d’une caméra rapide (600000 images
par secondes) grdce a une technique de corrélation

d'images.

e Une liaison pivot permet d’obtenir ce mouvement.
e Le champ des vitesses s’écrit ici pour tout point A du vilebrequin : [7A61/0 =40 A 51/0
e Les trajectoires de tous les points du vilebrequin sont des cercles centrés sur I'axe A.

5.2. Mouvement de translation

Dans le cas d’'un mouvement de translation d’un solide S par rapport a un repéere R, le solide ne change pas
d’orientation par rapport a R. La position de S/R est définie par un paramétre cinématique linéaire (exemple A)
variable au cours du temps.

Exemple du micromoteur de modélisme :
Le piston 3 du moteur est en mouvement de translation suivant y

e Une liaison glissiere ou pivot glissant permet d’obtenir ce mouvement.
e Tous les vecteurs vitesse des points du piston sont égaux au cours du mouvement
et le champ des vitesses s’écritici : V(4,B) € 3 : VAE3/0 = 17363/0

Dans le cas d’'un mouvement de translation de S/R, les trajectoires de tous les points
de S sont superposables :
- si ces trajectoires sont des droites, on parle de mouvement de TRANSLATION a trajectoire RECTILIGNE :

translation a trajectoire rectiligne
@ les trajectoires des points sont des

segments de droite
T —

rrrrr ©
1/0 : Translation RECTILIGNE

Vérin pneumatique

- si ces trajectoires sont des cercles, on parle de mouvement de TRANSLATION a trajectoire CIRCULAIRE (ou
curviligne) :

Translation a trajectoire circulaire

Grande / f‘n

roue ‘Up "l 3 é
© {

2/0 : Translation CIRCULAIRE
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5.3. Mouvement uniforme / uniformément varié

Dans de tres nombreux cas, un solide peut suivre un mouvement (de translation ou T Position x(t) -
de rotation) uniforme ou un mouvement (de translation ou de rotation) /
uniformément varié. 3
Exemple d’une loi de mouvement de translation en trapéze de vitesse : { Vitesse x(t

%, Phase ||
Phase Il : mouvement uniforme : la vitesse est la méme au cours du mouvement. Phase III
Graphiquement, on observe une fonction constante (segment de droite horizontal). Phase | :
4 Accélération X(t)

Phase | et Phase Ill : mouvement uniformément varié : I'accélération est la méme au

cours du mouvement (positive pour la phase | et négative pour la phase lll).

Graphiquement, on observe une portion de droite (segment de droite incliné) >t

6. Démarche de détermination des vecteurs vitesse et
accélération

6.1. Détermination du vecteur vitesse

Il existe deux méthodes permettant de déterminer le vecteur vitesse d’un point appartenant a un solide en
mouvement par rapport a un solide de référence :

Calcul direct : dérivée du vecteur position | Composition des vecteurs vitesse
et champ des vecteurs vitesse

ﬁ Dans tous les cas, on s’attachera a vérifier que le résultat est bien homogéne a une vitesse linéaire

(m.s).

NB : il n"est pas nécessaire d’exprimer le résultat dans une seule base.

Exemple du micromoteur de modélisme : Y

On associe au béati So le repére Ry (0, X, y, 2) fixe.

On associe au vilebrequin S; le repére R, (0, X1, ¥1,7;).

Onnote @ = (¥,y,) = (Z,Z;) le paramétre de rotation de S1/So.
On associe a la bielle S; le repére R, (4, X2, Y2, Z2).

Onnote B = (,¥,) = (Z,Z,) le paramétre de rotation de S,/So.

Modéle

ﬁ)=L£+R121 et ZE=R2.}_}2

o
Déterminer I'expression de Vg o :

. dOB
e Parle calcul direct : —
dt g

e Par composition des vecteurs vitesse : en décomposant le mouvement 2/0 « =2/1 + 1/0 »
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6.2. Détermination du vecteur accélération

La relation du champ des vecteurs vitesse et la relation des compositions des accélérations, qui ne sont pas
présentées dans ce cours, ne sont pas simples a retenir et a utiliser.

Pour le calcul des vecteurs accélération, on privilégiera la méthode qui consiste a calculer la dérivée du vecteur
vitesse, par rapport au temps et dans le repére de référence.

A On s’attachera a vérifier que le résultat est bien homogéne a une accélération (m.s?).

Exemple du micromoteur de modélisme :

-
Déterminer I'expression de I'gz g :
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ANNEXE 1 : Systemes de coordonnées

Coordonnées cylindriques
Volume type : "cylindre"

Coordonnées sphériques
Volume type : "Sphére"

z

Zp.\\

e
o =
0
T —
\\ ,
x o SO —_fL - _____5‘\‘\
-’ S
\\
.
recos(f)
Volume élémentaire: |dv=redredfedz lavec OP|resin(9)
ip

Déterminer les caractéristiques du mouvement

Volume élémentaire: |dv = r” o sin(p)e dre d « dp

resin(gp)e cos(@)

avec|OP|re sin(g)e sin(@) | et {ﬁ =resin(p)eu

recos(p)

Page 15/ 16



ANNEXE 2 : Produit vectoriel U A V

Pour 2 vecteurs unitaires de la méme base :

Technique avec la 2
_ main droite U
~~~~~~ X1AY1 =12 YiNzZ1 =X ZyNX1 =1
N axn4
5 VIAXL = —Z; ZIAYL =X X AZ =Y,
______ 1 1= 4 1 I S | 1 1= 7)1
W& X4

Pour 2 vecteurs unitaires de bases différentes mais visibles sur
la méme figure de changement de base :

2 grandeurs sont a déterminer :
la direction : le vecteur commun aux 2 bases

le sens et la norme : sinus de I'angle (i, V) Attention : angle de U vers V... attention au signe

Xo A X; = sin(a).z,

X1 A Xy = sin(—a).zy, = —sin(a).z,
— —_— - A
Xo Ay; = sin (a + E) .zg = cos(a) .z,
. T — . T — —
Yo AXy = sm(—5+ a).zo = sin (a—;).zo = —cos(a) .z,
— — . — . . —
ASTUCE : Xy A X; = sin(a).z, car 1) direction? : TOUJOURS le vecteur commun aux 2 bases : Z
2) signe ? : sens pour aller de X, vers x; : +
3) cosa ou sina. ? : méme lettre : sin / pas la méme lettre : cos : sin o

Pour 2 vecteurs unitaires de bases différentes et non visibles sur
la méme figure de changement de base :

Projeter dans une autre base au moins un des 2 vecteurs

Pour 2 vecteurs quelconques dont on connait
les coordonnées dans la méme base :

Uu=axi+by +cz v=dx;+ey +f.z
., éme A .
18 méthode 2°™ méthode :
a d
On développe le produit vectoriel et on fait On écrit chaque vecteur encolonne = |bet¥ = |e
les 9 produits vectoriels de vecteurs B1'C s f
unitaires... long... et on adopte la regle suivante :
a d bf — ce
bn le= |cd—-af
B1'C B1 f pi'ae — bd




