w2, /. Modéliser / Identifier les SLCI
2

Réponse Temporelle d’un SLCI

1. Position du probleme

Le systéme étudié est modélisé : H(p) connue

L’entrée est connue : €(t) donc E(p)

Objectif : Déterminer S(t)

2. Réponse temporelle d’un systéme du

premier ordre

Ve
2.1 Fonction de transfert d’un systéme 3
S(p)

du premier ordre: H(p) = s e

Soit un systéme modélisé par une fonction de transfert du premier ordre :

K
H(p)=——— o=
pP Tig ‘p avec: K:gain statique

T : constante de temps (s)

2.2 Réponse impulsionnelle d’un systéme du premier ordre

Fonction de H(p)= K
transfert 1+T-p
Entrée e(t)=4(t) (Dirac) d’ot E(p)=1
E ; Domaine de
K Domaine temporel fait
S(p)=H(p)-E(p)= =T aplace
l+z-p 1, o i 1
Sortie T e” . u(t) p+a
L
Donc: [s(t)=—-e"
T
Remarques :
K , K
— --1:00 s@=—ets'@=-—
T
0.90 K K
0.80 | T(t)z——z-t+—
T T
0.70
0.60 La tangente a I'origine coupe
2 i = donc I'axe des tempsent=1
Crapniase | ]
0.40 pesnimg K
0.30 s(t) = 0,37. P
0.20 -
K
0.10 s5(31) = 0,05.;
0.00 | . . =
0.00 T =1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 Donc Trsx=3T
temps (s)
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2.3 Réponse indicielle d’un systéme du premier ordre

i K
Fonction de H(p)=
transfert l1+z-p
Entrée e(t)=E, - u(t) (échelon d’amplitude E;) d’ou E(p)= L2}
p
KE,
K E KE
S(p)=H(p)-E(p)= e .20 = -(1+E-'r : - T -
p p p P p(p+ ;)
Décomposition en éléments simples de S(p) :
Les pbles de S(p) sontp; = O etp, = —% (racines simples)
S(p) est donc de la forme : S(p) = & + =
pP+—
T D'olr :
Avec: A=limp-S(p)=KE,
p—=0
Sortie . 1
B=hml(p+;)'5(p)=—KEo S(p)=KE,- l_ 1
.
% p p+ ==
Rappel :
Domaine temporel Domdlne s
P Laplace D’ol :
K
K. u(t) — —l,r
= s(t)=KE, -(l—e : ]
—ﬂ.t' t
e u(t) -y
u -
KEy -+----f - Remarques :
1 KE,
N s(0)=0 et s'(0)=—2
12 1 T
KE
i T(t) = —>-t
T
08
- La tangente a 'origine coupe donc
I'asymptoteat=1.
Représentation .
graphique & s(t) = 0,63.KE|
]
s(37) = 0,95.KE,
Donc [Trs4=3T
Ici:Ep=1
K=1,5
T=2s
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2.4 Réponse a une rampe d’un systéme du premier ordre

i K
Fonction de H(p)=
transfert l+z-p
Entrée e(t)=at-u(t) (rampede pentea) dou E(p)= %
p
Ka
K a Ka i
S(p)=H(p)-E(p)=l+r_ 7 “(l+7 )= 2 - 1
pp P P PP (p+ ;)
Décomposition en éléments simples de S(p) :
Les pdles de S(p) sont p; = 0 (racine double) et p; = — % (racine simple)
S(p) est donc de la forme : S(p) = é+ £2+ Ll
p+—
T D'olr :
Avec: B =lim p*-S(p) = Ka
4 =0
Sortie 1
=1 . _ -t 1 T
C-jilel(p+;) S(p)=Kat S(p)=Ka'| Z+—+ -
T p.l. i
Et: A=-Kat T
Rappel :
: Domaine de ol :
Domaine temporel A
Laplace
K 1
Kt. u(t) p_2 S(I)=Ka-((t—r)+r-e f'}
A s(t)
; B . S . e(t)=a.t/ Remarques :
| | I £~a.t
: 74 | =t s(0)=0
| / | S(0) =0
Représentation i i i A_f('\’)mm :
graphique : / . : y(t) = Ka(t — 1)
< |
— ! ! t
O -4 - — 1 T Ll
T
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3. Réponse temporelle d’un systeme du deuxiéme ordre

3.1.Fonction de transfert d’'un systéme du deuxi@éme ordre : H(p) = %
Soit un systéme modélisé par une fonction de transfert du deuxiéme ordre :

H(p) = :Z_E:;—LPZ avec: K:gain statique
wo " w§ & : amortissement

®o : pulsation propre (rad.s™)

3.2.Recherche des poéles de la fonction de transfert

Le comportement dynamique du systéme est toujours entierement défini par les pdles et les zéros de la fonction de
transfert.

Pour des fonctions de transfert complexes, il est donc judicieux de calculer au préalable les valeurs des péles de la
fonction de transfert du systéme puis de tracer la position de ces poles dans le plan complexe afin d’étudier,
dans un second temps, la réponse du systéme a des entrées types.

Dans le cas des systémes du 2°™ ordre, la fonction de transfert H(p) ne posséde aucun zéro et deux péles p; et p,,
racines du dénominateur, dont la nature dépend du signe du discriminant, donc de 'amortissement £ :

A= b? — 4ac = ﬁ- (&% — 1)§Les pdles de la fonction de transfert dépendent donc de la valeurde E,ilya 3
Yo cemmme s e s s W seen B s s

cas de figure possibles :
. CasE>1=A>0
-bivVA .
P12 =, soit P =wp- (—s‘ + &~ 1) Remarque : p1.p, = wo’

P2=wo'(—f—\/ﬁ)

Les 2 pdles de H(p) sont 2 pdles réels négatifs que I’on peut représenter dans le plan complexe :

'y
Im

Quand & — co,p; — 0
P2 § P Re

v

o o) o) o

Quand § — o0,p; — —o0 P1

* CasE=1=A=0
-b+vVA

P12 =, Soit p;=p;=-—wg
H(p) admet donc 1 podle réel double négatif que I'on peut représenter dans le plan complexe :

Im

P2= P1
=Y Re
=

A\
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* CasE<1=A<0
-b+VA . 4
P12 =—, soit p; =wg- (—f +Jj-v1 —fz) Remarque : [p;| = [p;| = @,
P2 =wo'(“f‘f‘\11—fz)
Les 2 pdles de H(p) sont 2 pdles complexes conjugués que |'on peut représenter dans le plan complexe pour 3
valeurs particuliéres de & :

Cercle de centre O et de rayon wy; & Im

pipour§=0,7 @ $: p, pour §

pretppour§=1;

papourg =0,7 S

~-i$: p,pouré =0

3.3.Réponse indicielle d’'un systeme du deuxi@éme ordre

Le systéme est sollicité par une entrée de type échelon e(t) = Eq.u(t) soit E(p) = %.

K

: - . E
La sortie a donc pour expression dans le domaine de Laplace : S(p) = = - T
P3P

“p

P o1+

wo

* Comportement a l'origine et quand t = + (RP):

Quelle que soit la valeur de &, un systéme du 2°™ ordre est tel que : |Ia tangente a I'origine est horizontale

OO = ey -1 T
En effet : s'(0) = lim;oo s'(t) = pl_l’l’_'r_lmp. [p.S(P)] = pETmp o 1+-:;%-p+—-%-pz =0
wy

Quelle que soit la valeur de E, un systéme du 2°™ ordre est tel que : [s(+00)=KE,

TVF
En effet : s(+0) = lim,,,,, s(t) = lim[p.S(p)] = limp.ﬂ- T3 = — = KE,
p—=0 p=0 v l+m—n-p+F-p2
0
* CasE>1:
Dans ce cas, H(p) admet 2 péles réels négatifs p, et p,.
. e Représentation graphique pour§ > letK< 1

i Py o Wy

La sortie peut donc s’écrire sous la forme : S(p) = =2 - —————
p  (p-p1)-(p-P2) 4
La décomposition en éléments simples de S(p) est donc de la forme : e(t)=Eo.u(t)
A B C (AR R L R R R R R R R R N R R NN LR
Sp)=—-"+—
(p) r P—pP1 + pP=p2 KEO i
La méthode des limites permet rapidement de calculer A,Bet C: s(t)
KEywp? KEyp KEywy? KE,p
A = KE B = 0%a = orz - 0%a - 01
0 p1-(P1—Pz)  (P1-P2) Py (®2-p1)  (P2-P1)
La réponse temporelle s(t_}_ a danc pour. expression : Tangente horizontale @ Forigine
= . . pz . aPat P I’z't. =T >
s(t)=K-E, (1 +‘pl-:oz eP1t + e e ) 0 t
—— | e — pE Systéme amorti
permanent I prégime transitoire Réponse apériodique
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* CasE=1: Représentation graphique pourf = 1etK>1

Dans ce cas, H(p) admet 1 péle réel double négatif p; = p; = -wy.
~

K.&)oz
La sorti td la f Sp)==—=
a sortie peut donc s’écrire sous la forme : (p) p  @-p)? K.Eo o s(t)

La décomposition en éléments simples de S(p) est donc de la forme :

_4 B C e(t)=Eo.u(t)
Sk) = SR m—

La méthode des limites permet rapidement de calculer Aet C, B

peut étre obtenu pour une valeur particuliére de p ou par ) o
Tangente horizontale a I'origine

identification : . >
0 t

A =KEo B = —KEy ¢ =—KEowo Amortissement critique
La réponse temporelle s(t}adonc pour. expressmn Réponse apériodique
s(t)=K-E;- (1-—e Wl — ¢y, -t-e “’Ut)
régime régime transitoire
permanen!

* CasE<1:
Dans ce cas, H(p) admet 2 pdles complexes conjugués p; et p;:  Représentation graphique pourf < letK=1

P = wy* ( E+j-+1— 52) et 1
Py =wo (—§—j-J1- &) K.Eo

La décomposition en éléments simples de S(p) donne :

S(‘p) = KE,. (i _ p+2.5.wy )

p2+2.£.wo.p+we?

Puis en faisant apparaftre un carré au dénominateur :

_ 1 p+2.8.wg Tangente horizontale a I'origine
S(P) - KE(] ( (I}+f-ﬁ)u)z+ﬁa‘uz-(1—§2)) . Tp/2
b
. | >
Puis en posant @, = wq *4/1 — &2 ona: 0 | t
1 p+2.Ew, Systéme sous amorti
S(p) = KE, ,(—— 2 ) Réponse pseudo-périodique
P "\p (P + ¢ wg)? + wy?
g _ 1 p+{.wo _ §.wo
Solts Sip)=~KEs. (p (p+§.wo) 2 +wp? (p+€.wo)2+mp2)
La réponse temporelle s(t) a donc pour expression:
s(t) =K-E, (1 = e~$wot . cos(w,,.t) — § = ~Swot - sin(w), t))
régime ' |_> régime transitoire
permanent
Pseudo-période : La réponse s(t) présente des oscillations amorties de période :
T2 _ _2m
L Wy i wo/1-§2

| T
1*" dépassement : Le premier maximum (1°" dépassement) apparait a|t; = —,f—
Wy

t +
La valeur relative du 1*" dépassement correspond alors a Dy = % avec :

s —Eap = is ~Enig T
s(ty) =s|—|=K-Ey-|1—e fwu“‘p-cos Wp.— —L-e Ewo‘”p sin | w,,. —))
2 Wp 1—g" Wp
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T

I 7AL _ &=
S(t1)=K-Eo'(1+e B'“p)z;{.go.(l.i_e \/1——52)

_ g
K-Eg:| 14e \Eal -K-Eg En
- —¥2
D'ol:D; = s(by)-sre) Soit [D; =e V'7°
s(+o) K-Egy
Remargues :

¢ Lavaleur relative du 1°" dépassement D1 (et des suivants) s’exprime en %.

* Lavaleur du dépassement ne dépend que de la valeur de 'amortissement E. On utilise cette particularité
pour identifier € a partir d’un tracé expérimental, modélisable par la réponse indicielle avec dépassement
d’un systéme d’ordre 2.

* Unabaque est souvent utilisé pour réaliser cette identification (voir annexe 1).

3.4.Temps de réponse a 5% et temps de réponse réduit

Il n"existe pas de formule simple pour calculer le temps de réponse a@ 5% d’un systéme du 2°™ ordre car il
dépend de la valeur du coefficient d’amortissement E et de la pulsation propre wq.

On utilise alors un abaque (voir annexe 2) qui donne la valeur du temps de réponse réduit : trsx.m, en fonction du

coefficient d’amortissement E. Il permet aussi l'identification de w, sur un tracé expérimental modélisable par la
réponse indicielle avec dépassement d’un systéme d’ordre 2.

Le temps de réponse minimum est obtenu pour un dépassement relatif de 5% ce qui correspond a un coefficient

d’amortissement . On a alors |ti'5%.([]0 =3 pourg = 0,7|

A I'aide des abaques fournis en annexes 1 et 2, compléter le tableau correspondant aux courbes des réponses

indicielles de annexe 3 (w, = 2 rad.s™ sur cet exemple) :

E=2 E=1 £E=09 E=0,7 E=0,5 £E=0,3 E=0,1 E=0,01

D;en%

trse.mq

trs, ens

Bilan :

* pour E <<1 (amortissement faible), les oscillations sont mal amorties et le temps de réponse est grand,

* pourk=0,7, le systéme présente un premier dépassement faible (D1 = 5%) avec le temps de réponse le plus
faible possible,

* pourE =1, le systéme présente le temps de réponse le plus faible pour une réponse sans dépassement,

* pour € >>1, il n'y a pas de dépassement mais le systéme est hyper amorti donc le temps de réponse est trés
grand.

* pour un méme coefficient d’amortissement E, plus w, augmente, plus le temps de réponse a 5% diminue,

donc plus le systéme est rapide.
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ANNEXE 1 : Valeurs des dépassements relatifs pour un systéme du 2™ ordre

ValstEdn %:__ %= CT T Idld.lsl -
" o = m=n n
dépassement %x_\"“:‘;“k _\:h_ nh\ uméro du dépassement
transitoire U NSTNS - <
Pour E=0,7 on ne remarque o SN REOD P a
. TS TS
qu'un seul dépassement o4 e "\ .: \\ = \\ N\
visible qui vaut 5%. 03 ANANA N NAVANEARY N
NENAS AN N
2 N
3 02 N N AN N\s Ay \
3. N1 N\
g NAROEAEN
Pour E>0,82 il existe des = L 3% \\o_d‘ 5
dépassements mais qui ne gol \Q«/ e \ \
sont pas visibles a I'ceil (ils i AN\ \ )
sont inférieurs & 1%). - a \VE YA WA \
) Re5% /I YR IV Y
0,05 LT 7 I P J4
04 WA LY
0,
| Y T30 ) \ 4“
ol N T
o.; Dg \JAYAYER) \
0021 1 D D, \ \ \
i 2 T 1 \ \
— \
Dy : premier el plus grand
0.01 dépassemenl Iransiloire
0,01 002 0,03 0,04005 0, 0,2 03 0405 1,0

Facleur d’amortissement £
—_—

ANNEXE 2 : Temps de réponse réduit pour un systéme du 2°™ ordre

e b
——

g

8

8

3

—= Temps de réponse réduit T, Wa

=)

-
L =]

—
™

w

2

|
0,01 0,03 005 0,10
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ANNEXE 3 :

4 s{t) /K 4 s(t) /K
20 a2 20 2=05
151  Bande correspondant 3 0,95.5( +3) et 1,05.5( +) 151
1.0 1 L4 = — 1| e————
93 Tempsens 027 Tempsens
b 1 2 3 a4 5 6 7 'S b 1 2 3 a4 5 6 7 8
4 s(t)/K 4 s{t)/K
o z=1 - 2=03
15 15
10 1.0 I/-\S e —E
asiy Tempsens 857 Tempsens
b 1 2 3 4 5 6 7 8 b 1 2 3 4 5 6 7 8
4 sit)/K 4 s(t)/K
2.0 =09 201 z2=01
15 15 /\
1.0 10—+ \ ’/-\‘\..___/"'
0.5 / 05 - / \/
Tempsens Tempsens
i) 1 2 3 4 5 6 7 8 D 1 2 3 4 5 6 7 8
4 s(t)/K 4 st /K
20 =07 20 2=0,01
15 15 /\ /\ /
1.0 — 1.0 ¥ 4 % r X\ ;4
05 Tempsens — \/ \Amps ens
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 a4 5 6 7 8

Réponse Temporelle des SLCI Page9/9



